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Показатели надежности распределенной системы с 
невосстанавливаемыми узлами 

Аннотация: В� работе� выполнен� анализ� показателей�
надежности� функционирования� распределенных� систем�
обработки� данных,� использующих� оперативный� резерв� из�
нескольких� копий� массивов� данных� для� повышения�
надежности� обработки� в� узлах� запросов� к� системе.�
Рассматривается� ситуация,� при� которой� система� не�
восстанавливает� оперативный� резерв� в� случае� его�
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разрушения.� Для� рассматриваемой� ситуации� получены�
аналитические� выражения� для� некоторых� показателей�
надежности�работы�распределенных�систем.��

Ключевые слова:� распределенные� системы,� оперативное�
резервирование� данных,� показатели� надежности� работы�
распределенных�систем�

Для� обеспечения� высокой� степени� сохранности� данных� в�
распределенных� системах� обработки� данных� (РСОД),� широко�
используется� информационная� избыточность� в� виде� идентичных�
копий� оперативного� резерва,� размещенных� в� узлах� системы� [1].�
Оперативный�резерв�(ОР)�представляет�собой�некоторое�количество�
копий� массивов� данных,� которые� используются� для� повышения�
надежности�обработки�запросов�к�данным�[2].�Использование�ОР�в�
узлах� системы� значительно� снижает� вероятность� разрушения�
данных,�но�не�исключает�ее�полностью.�В�результате�разрушения�ОР�
в�некотором�узле�системы�этот�узел�становится�неработоспособным.�
Для� восстановления� работоспособности� такого� узла� можно�
использовать� один�из�методов� восстановительного�резервирования�
[3].�

В� данной� работе� рассматриваются� показатели� надежности�
функционирования�РСОД,�которая�не�использует�восстановительное�
резервирование.��

В� данном� случае� в� РСОД� используется� ОР,� копии� которого�
размещены�в�нескольких�узлах�системы.�Причем�при�отказе�узла�он�
не� восстанавливается,� и� будет� находиться� в� неработоспособном�
состоянии.� Функционирование� такой� РСОД� можно� рассматривать�
как� процесс� случайных�переходов� системы� из� одного� состояния� в�
другое.�Такие�переходы�происходят�при�возникновении�случайного�
события� –� потери� работоспособности� узла� системы� по� причине�
разрушения� ОР� данного� узла� в� процессе� обработки� запроса� к�
данным.�После�отказа� узла� запросы� к� данным,� ранее� поступавшие�
для� обработки� в� этот� узел,� равномерно� распределяются� между�
оставшимися� в� работоспособном� состоянии� узлами� системы� с�
оперативным� резервом.� При� отказе� всех� узлов� с� ОР� система�
переходит� в� состояние� отказа� и� перестает� обрабатывать�
поступающие�запросы.�
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Предположим,� что� в�M� узлах�РСОД�размещен�ОР.�Множество�
всех�состояний�системы�обозначим�через�H 

 
ܪ = ൛ܪ଴, ,ଵܪ … , ,ேܪ ,ଵ,ଶܪ … , ଵ,ଶ,…,୒ൟܪ (1)

�
Состояниюܪ�ଵ,ଶ, . . ݊�множества�H соответствует�такое�состояние�

системы,�при�котором�неработоспособны�n�узлов�с�ОР.�
Последовательно� пронумеровав� элементы� из� H,� получим�

множество�S�
�

ܪ = ܵ = {ܵ଴, ଵܵ, … , ܵே, ܵேାଵ, … , ܵெ},   ܯ = 2ே (2)
�
Рассматриваемый� случайный� процесс� переходов� РСОД� между�

состояниями� множества� S� является� однородным� процессом,� т.к.�
состояние� РСОД� в� будущем� не� зависит� от� истории� предыдущих�
переходов�системы,�а�зависит�только�от�текущего�состояния�системы�
[4,�5].��

Тогда� справедливо,� что� условная� вероятность�ܲ ቄ(ݐ)ߦ = ௌೕ
క(௨) =

= ܵ௜ቅ�того,�что�в�момент�времени�t�РСОД�находится�в�состоянии� ௝ܵ�
при� условии,� что� в� момент� времени� u,� система� находилась� в�
состоянии� ௜ܵ,�будет�равна�

�

ܲ ൜(ݐ)ߦ = ௝ܵ
(ଵݐ)ߦ = ௜ܵభ, … , (௡ݐ)ߦ = ܵ௜೙, (௨ݐ)ߦ = ௜ܵൠ =

= ൜(ݐ)ߦ = ௝ܵ
(௨ݐ)ߦ = ௜ܵൠ = ݐ)௜௝݌ − (ݑ

(3)

�
при�этом:ݑ� > ௡ݐ > ⋯ > ;ଵݐ ݐ     > ;ݑ   ݅, ݆ ∈ {0,1, … , ܰ}.�

�
Величины�переходных� вероятностей� ௜௝݌� � случайного� процесса�

переходов�РСОД�определяются�в�соответствии�с�формулой�
�
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௜௝݌ =

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ

0 при (݅ < ݆) или (ݐ)ߦ = ௝ܵ ≠ ௜ܵ = ݐ)ߦ  − 1) и   
|(ݐ)଴ܫ| = ݐ)଴ܫ| − 1)|            

ෑ ߬௡( ௜ܵ)
௡∈ோ

൥ෑ ௡(ܵ௜)ߚ
௡∈ோ

൩
ିଵ

ෑ ௡ߚ ௜ܵ
௡∈ூ೛(ௌ೔)

           

−в остальных случаях                           

� (4)

�
В�этой�формуле�используются�обозначения:�
�(ݐ)଴ܫ –� множество� номеров� узлов,� отказавших� ко� времени� t.�

)௣ܫ ௜ܵ)� –� множество� работоспособных� узлов� РСОД,� которая�
находится� в� состоянии� ௜ܵ.� ߬௡( ௜ܵ)� –� вероятность� отказа� за� единицу�
времени� узла� n� системы,� которая� находится� в� состоянии� ௜ܵ.� ܴ =
଴(ܵ௜)ܫൣ − ଴൫ܫ ௝ܵ൯൧� –� множество� узлов,� отказавших� за� один� шаг�
перехода� РСОД� между� двумя� состояниями.� )௣ܫ ௜ܵ) –� множество�
номеров�работоспособных�узлов�системы,�находящейся�в�состоянии�

௜ܵ.ߚ�௡( ௜ܵ) = ߬௡( ௜ܵ).�
Так� как� в� РСОД� отказавшие� узлы� не� восстанавливаются,� то�

такую� систему� можно� рассматривать� как� невосстанавливаемый�
объект.�Данный�объект�имеет�конечное�множество�работоспособных�
состояний� и� единственное� состояние� отказа� всей� системы.� Такой�
процесс� переходов� системы� между� несколькими� возможными�
состояниями� можно� трактовать� как� поглощающая� цепь�Маркова� с�
дискретным�временем.��

Ниже� на� рисунке� 1� показан� граф� переходов� для� системы,�
соответствующей�сделанным�предположениям.�

�

�
�
Рисунок�1�–�Граф�случайного�процесса�переходов�системы�во�

множестве�состояний� S �
�
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С� учетом� сделанных� предположений� о� характере� переходов�
РСОД� между� различными� состояниями� получены� выражения� для�
оценки� следующих� показателей� надежности� функционирования�
рассмотренной�системы:� ଵܶ�–�среднее�время�работы�РСОД�до�отказа;�
�(଴ݐ)ܳ и� ,ݐ)ܳ ݐ + �(଴ݐ –� вероятность� отказа� системы� в� интервалах�
времени� [0, �[଴ݐ и� ,ݐ] ݐ + �;[଴ݐ �(଴ݐ)ܲ и� ,ݐ)ܲ ݐ + �(଴ݐ –� вероятность�безотказной� работы� системы� в� интервалах� времени� [0, �[଴ݐ и�
,ݐ] ݐ + �.[଴ݐ

Обозначим� через� �(݊)௜௝݌ вероятность� перехода� системы� из�
состояния� ௜ܵ�в�состояние� ௝ܵ�за� n �шагов.�Тогда,�используя�формулу�
полной� вероятности,� получим,� что� эта� вероятность� будет�
вычисляться�по�формуле�

�
(݊)௜௝݌ = ෍ ݊)௠௝݌௜௠݌ − ௠௝(0)݌   ;(1 =     ௠௝ߜ

ௌ೘∈ௌభ
(5)

�
Здесь ܵଵ� множество� невозвратных� состояний� системы,� аߜ�௜௝ =

1 при ݅ = ݆ и 0 при ݅ ≠ ݆.�
Так�система�за�единичный�интервал�времени�выполнит�один�шаг�

процесса� переходов,� то� на� интервале� [0, �[଴ݐ система� выполнит� �଴ݐ
шагов.� Тогда,� учитывая,� что݌�଴ே(݊) = 0� при� ݊ < ܰ,� получим,� что�
вероятность�ܲ(ݐ଴)�безотказной�работы�системы�и�вероятность�ܳ(ݐ଴)�
отказа�системы�в�интервале�времени�[0, �଴]�равныݐ

�

(଴ݐ)ܲ = 1 − ෍ ;(݊)଴ே݌ (଴ݐ)ܳ        =  ෍  (݊)଴ே݌
௧బ

௡ୀே

௧బ

௡ୀே

(6)

�
Вероятность� ,ݐ)ܲ ݐ + �(଴ݐ безотказной� работы� системы� на�

интервале� от� t� до� ,ݐ] ݐ + �[଴ݐ в� соответствии� с� формулой� условной�
вероятности�равна�

�
ݐ)ܲ + (଴ݐ = ݐ)ܲ + (଴ݐ ⁄(ݐ)ܲ (7)

�
Тогда� вероятность ݐ)ܳ + �(଴ݐ противоположного� события� –�

отказа�системы�на�интервале�времени ,ݐ] ݐ + [଴ݐ равна
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ݐ)ܳ + (଴ݐ = 1 − ݐ)ܲ + (଴ݐ ⁄(ݐ)ܲ (8)�

Предположив,� что� единичный� интервал� времени� и� параметры�
системы� таковы,� что� вероятность� одновременного� отказа� двух� и�
более� узлов� системы� равна� нулю,� получим,� что,� среднее� время� ଵܶ�
работы�системы�до�отказа�равно�

�

ଵܶ = ෍ ௝,௝ାଵ݌
ିଵ = ෍൫1 − ௝௝൯ିଵ݌

ேିଵ

௝ୀ଴

ேିଵ

௝ୀ଴
(9)

�
Заключение 
В�работе�представлена�модель�распределенной�системы,�которая�

использует�оперативное�резервирование�для�повышения�надежности�
обработки� запросов� к� данным.�В� случае� разрушения� оперативного�
резерва� в� узле� он� не� восстанавливается,� а� узел� остается�
неработоспособным.� На� основе� данной� модели� получены�
аналитические�выражения�для�расчета�значений�важных�показателей�
надежности� функционирования� распределенных� систем� обработки�
данных.� Полученные� результаты� целесообразно� использовать� при�
анализе�эффективности�размещения�копий�оперативного�резерва�по�
узлам�распределенной�системы.�
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